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Пусть G − конечная группа. Тогда максимальной цепью длины n группы G называется всякая цепь 
вида 
1 1 0n nE E … E E G , где iE  является максимальной подгруппой в 1iE , 1 2i … n . Подгруппа 
H  группы G  называется строго n-максимальной подгруппой в G , если Н является n -максимальной 
подгруппой в G , но не является n -максимальной подгруппой в любой собственной подгруппе группы G . 
Строго максимальной цепью длины n  группы G  называется всякая цепь вида 
1 1 0n nE E … E E G , где iE  является строго n -максимальной подгруппой в G , 1 2i … n . Ос-
новные результаты данной работы следующие (теорема 3.1, теорема 3.2): (1) В каждой строго макси-
мальной цепи длины два группы G  имеется собственная субнормальная в G подгруппа тогда и только 
тогда, когда G  либо нильпотентна, либо [ ]G P M , где P = GN – минимальная нормальная в G  под-
группа, и каждая максимальная подгруппа из М, кроме, может быть, одной подгруппы T , действует 
приводимо на Р и Т нормальна в G ; (2) пусть G  – ненильпотентная группа. Тогда в том и только в том 
случае в каждой максимальной цепи длины два группы G  имеется собственная субнормальная в G под-
группа, когда G  – группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.  
 
1. Введение. Все рассматриваемые в данной работе группы являются конечными. Напомним, что 
подгруппа H  группы G  называется 2-максимальной подгруппой (или второй максимальной подгруппой) 
группы G  если Н является максимальной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе M  группы G . 
Аналогично могут быть определены 3-максимальные подгруппы, 4-максимальные подгруппы и т.д. Мак-
симальной цепью длины n  группы G  называется всякая цепь вида 1 1 0n nE E … E E G , где iE  
является максимальной подгруппой в 1iE , 1 2i … n . Легко заметить, что в несверхразрешимых 
группах одна и та же подгруппа может быть n -максимальной и m -максимальной одновременно для 
n m . В связи с этим будем называть подгруппу H  группы G  строго n-максимальной подгруппой в G , 
если H  является n -максимальной подгруппой в G , но не является n -максимальной подгруппой в лю-
бой собственной подгруппе группы G . Например, в группе (2 3)SL  единственная подгруппа порядка 2  
является 2-максимальной подгруппой, но не является строго 2-максимальной подгруппой. Строго мак-
симальной цепью длины n  группы G  называется всякая цепь вида 1 1 0n nE E … E E G , где iE  яв-
ляется строго n -максимальной подгруппой в G , 1 2i … n . 
Связь между n -максимальными подгруппами (где 1n ) группы G  и структурой группы G  ис-
следовалась многими авторами. Но, пожалуй, наиболее ранний результат в данном направлении был 
получен Хуппертом в работе [1], который доказал, что группа является сверхразрешимой, если все 
ее 2-максимальные подгруппы нормальны. В этой же работе Хупперт доказал, что в случае, когда каждая 
третья максимальная подгруппа группы G  является нормальной в G  коммутант G  группы G  нильпо-
тентен и порядок каждого главного фактора группы G  делится не более чем на два (необязательно раз-
личных) простых числа. Эта работа стимулировала многие другие исследования в данном направлении. 
В частности, развивая результаты Хупперта, Янко в работе [2] получил описание групп, в которых  
4-максимальные подгруппы нормальны. Он доказал, что если каждая 4-максимальная подгруппа разре-
шимой группы G  является нормальной в G  и порядок G  делится, по крайней мере, на 4 различных 
простых числа, то G  – сверхразрешимая группа. Годом позже, в работе [3] Янко изучил группы, у кото-
рых, кроме единичной, других 5-максимальных подгрупп не существует. Еще одним естественным раз-
витием упомянутых выше результатов Хупперта и Янко стала работа А. Манна [4], в которой автор ана-
лизировал строение групп, где n -максимальная подгруппа субнормальна. В более поздней работе [5] М. 
Асааду удалось усилить отмеченные выше результаты Хупперта и Янко, рассматривая лишь строго n -
максимальные подгруппы для 2  3  4n .  
В последние годы получен ряд новых интересных результатов о вторых и третьих максималь-
ных подгруппах. В недавней публикации [6] Го Шуин и К.П. Шам доказали разрешимость групп, в ко-
торых все 2-максимальные подгруппы обладают свойством покрытия-изолирования. В работах [7 – 9] 
Го Веньбинем, Ли Баоджуном, А.Н. Скибой и К.П. Шамом были получены новые характеризации сверх-
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разрешимых групп в терминах 2-максимальных подгрупп. В работе [10] получено описание ненильпо-
тентных групп, в которых каждая 2-максимальная подгруппа перестановочна со всеми 3-максимальными 
подгруппами, а в работе [11] получено описание групп, в которых каждая максимальная подгруппа пере-
становочна со всеми 3-максимальными подгруппами. 
В связи с результатами Хупперта и Манна, отмеченными выше, Л.А. Шеметковым в 2005 году на 
Гомельском городском алгебраическом семинаре была поставлена задача описания групп, у которых в 
каждой максимальной цепи длины два группы G  имеется собственная субнормальная в G подгруппа. 
Данная работа связана с анализом этой задачи.  
Используемая в статье терминология стандартна и при необходимости мы отсылаем читателя к 
работам [12; 13].  
2. Предварительные результаты 
В дальнейшем p , q  – простые делители порядка группы G  ( p q ); P , Q  обозначают некото-
рые силовскую p-подгруппу, силовскую q-подгруппу группы G соответственно.  
Лемма 2.1. Пусть A K G  и B G . Тогда 
(1) если A является субнормальной подгруппой в G , то A является субнормальной подгруппой в K 
[13, гл. А, следствие 14.2];  
(2) если A и B субнормальны в G, то <A, B> − субнормальная подгруппа группы G [13, гл. А, тео-
рема 14.4]; 
(3) если N  – нормальная подгруппы группы G  и A субнормальна в G, то AN N  – субнормальная 
подгруппа в G N [13, гл. A лемма 14.1];  
(4) если N  – минимальная нормальная подгруппа группы G  и A субнормальна в G, то ( )GN N A  
[13, гл. А, лемма 14.3].  
Группа G  называется примитивной, если в ней имеется максимальная подгруппа М с 1GM .  
Лемма 2.2 (см. [13, гл. А, теорема 15.2]). Пусть G  – примитивная группа и М – ее максимальная 
подгруппа с 1GM . Тогда справедливо одно из следующих утверждений:  
(1) группа G  содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N, причем ( )GN C N  
и [ ]G N M ;  
(2) группа G  содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N, причем ( )GC N E  
и G NM ;  
(3) группа G  содержит точно две минимальные нормальные подгруппы 1N  и 2N , причем 
1 2[ ] [ ]G N M N M , 3( )i G iN C N , i=1,2 и 1 2N N .  
Лемма 2.3. Пусть M  – максимальная подгруппа группы G . Если L  субнормальна в G  и L M , 
то GL M .  
Доказательство. Предположив сначала, что 1GM , докажем утверждение леммы индукцией по |G|.  
Так как L  субнормальна в G , то по лемме 2.1 (3), G GLM M  субнормальна в GG M . Кроме того, 
G G GLM M M M  и GM M  – максимальная подгруппа в GG M , т.е. для G GLM M  условие леммы вы-
полнено. Тогда ( ) 1
GG G G G M G G
LM M M M M M . Откуда следует, что GL M .  
Значит, можем считать, что 1GM . Тогда пусть 0L  – минимальная субнормальная подгруппа в G , 
содержащаяся в М, и пусть 0
GN L  – нормальное замыкание подгруппы 0L  в G .  
Предположим, что N M . Тогда G NM  и поэтому 0 0
G NML L . Если 0L  – неабелева группа, то 
N  – минимальная нормальная подгруппа в G , поэтому 0 0
NM MN L L M , что противоречит нашему 
допущению о N. Значит, N  – s-группа для некоторого простого числа s. 
Пусть R  – минимальная нормальная подгруппа в G , содержащаяся в N. Тогда, по лемме 2.2 
[ ]G R M , ( )GC R R  и по лемме 2.1 (4) 0( )GR N L . Значит, 0L R . Откуда следует, что 0 0RL R L  
и, значит, 0 ( )GL C R R . Полученное противоречие и завершает доказательство леммы.  
Лемма 2.4 (см. [14, гл. IV, теорема 7.4]). Пусть H – максимальная нильпотентная подгруппа 
группы G  и 2 -силовская подгруппа группы H  имеет класс нильпотентности, не превосходящий два. 
Тогда G  разрешима.  
Лемма 2.5 (см. [12, гл. 2]). Пусть H G . Тогда ( )H F G  и только тогда, когда H нильпо-
тентна и субнормальна в G .  
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Лемма 2.6 (см. [15]). Пусть максимальная подгруппа M группы G  является непримарной 
р-разложимой подгруппой. Тогда G  имеет неединичную нормальную подгруппу одного из видов:  
(1) центр p -силовской подгруппы M; 
(2) силовское p -дополнение в M  или в G .  
Напомним некоторые свойства групп Шмидта, необходимые в наших доказательствах (см. [13, гл. VII, 
теорема 6.18]).  
Лемма 2.7. Если G  – группа Шмидта, то  
(1) [ ]G P a , где a  – силовская q -подгруппа группы G;  
(2) G  имеет в точности два класса максимальных подгрупп, представителями которых являют-
ся группы qP a  и 'P a .  
Лемма 2.8 (см. [13, гл. I, теорема 3.3]). Пусть G  – разрешимая группа и  – множество простых 
чисел. Тогда любые две -холловы подгруппы группы G  сопряжены между собой.  
3. Основные результаты 
ТЕОРЕМА 3.1. В каждой строго максимальной цепи длины два группы G  имеется собственная 
субнормальная в G подгруппа тогда и только тогда, когда G  либо нильпотентна, либо [ ]G P M , 
где P = GN – минимальная нормальная в G  подгруппа, и каждая максимальная подгруппа из М, кроме, 
может быть, одной подгруппы Т, действует приводимо на P  и T  нормальна в G .  
Необходимость. Предположим, что G  не является нильпотентной группой. Тогда G  имеет не-
нормальную максимальную подгруппу М. Понятно, что М не является субнормальной подгруппой в G . 
Пусть 1M  – максимальная подгруппа в М. Допустим, что 1M  не является строго 2-максимальной под-
группой в G . Это означает, что существует, по крайней мере, один максимальный ряд подгрупп iG  
группы G  ( 0 i n ), такой, что 1 rM G  для 3r  и группа iG  максимальна в 1iG . Среди всех таких 
рядов группы G  выберем ряд наибольшей длины, например:  
1 2 1 0rM G … G G G G . 
В этом случае группа 2G  является строго 2-максимальной подгруппой в G . Так как 1M M  и 
1 2M G , то 1 2M G M . Если 2 1G M , то 1 1M  и M p . Поэтому G  – разрешимая примитив-
ная группа. Следовательно, [ ]G N M , где N  – минимальная нормальная подгруппа в G .  
Пусть теперь 2 1G M  и 1G  субнормальна в G . Тогда 1G  нормальна в G  и, ввиду максималь-
ности подгруппы 1M  в M , 1 1M G M . Из последнего следует, что 1M  нормальна в M . Если же 1G  
не является субнормальной в G , то, согласно условию, субнормальной в G  является подгруппа 2G .  
Предположим вначале, что 2G M . Тогда 2G  является максимальной подгруппой в M , так как 
2G  – строго 2-максимальная подгруппа в G . Так как 2G  субнормальна в G , то, по лемме 2.1(1), 2G  
субнормальна в M . Кроме того, 1 2 2M G M G M  и, значит, 1 2M G  и 1M  нормальна в M .  
Пусть теперь 2G M . Тогда 1 2M G M  субнормальна в М. Из последнего ввиду максимально-
сти 1M  в М следует, что 1M  нормальна в М.  
Таким образом, все максимальные подгруппы из М нормальны в М и поэтому М – нильпотент-
ная группа. Следовательно, в группе G  каждая ненормальная максимальная подгруппа является ниль-
потентной.  
Покажем, что группа G  разрешима. Пусть M  – ненормальная максимальная подгруппа в G . То-
гда M  нильпотентна, что влечет нильпотентность подгруппы GM .  
Применяя индукцию по G , получаем, что если 1GM , то GM  и GG M  разрешимы, а значит, 
G  разрешима. Поэтому мы можем считать, что 1GM . Следовательно, G  – примитивная группа и по 
лемме 2.2 либо G NM , где N  – единственная минимальная нормальная подгруппа в G , либо 
1 2[ ] [ ]G N M N M , где 1N , 2N  – две различные минимальные нормальные подгруппы в G  и 1 2N N .  
Рассмотрим первый случай. Если N  разрешима, то по индукции G  разрешима. Пусть N  не явля-
ется разрешимой группой. Тогда N  делится по крайней мере на два различных простых числа, одно из 
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которых нечетное. Пусть 2p  делит N  и 
pN  – силовская p -подгруппа в N , которая содержится в P . 
Тогда 
pN P N , что влечет ( )G pP N N . Поскольку N  – неабелева группа, то в G  существует мак-
симальная подгруппа T , такая, что ( )G pN N T . Значит, pN P T . Кроме того, ( ) ,G pG NN N NT  
следовательно, N T  и 1GT . Значит, как было показано выше, T  – нильпотентная группа. Если T  – 
примарная группа, т.е. aT p  для некоторого натурального числа a , то по лемме 2.4 G  разрешима.  
Пусть T  – непримарная группа. Тогда по лемме 2.6 в G  имеется неединичная нормальная под-
группа одного из следующих видов:  
1) центр p -силовской подгруппы T ;  
2) силовское p -дополнение в T .  
В каждом из этих случаев в группе G  имеется неединичная абелева нормальная подгруппа, что, 
как и выше, влечет разрешимость группы G .  
Пусть теперь 
1N  и 2N  – две различные минимальные нормальные подгруппы в G . Тогда 
1 2G G N N  разрешима.  
Значит, по теореме 24.2 из [12, гл. VI] относительно группы G  выполнены следующие условия:  
1) G
N
 является s-группой для некоторого простого числа s;  
2) G
N
 /Ф(GN) – главный фактор группы G ;  
3) любые две ненормальные максимальные подгруппы группы G  сопряжены в G .  
Не теряя общности, мы можем считать, что s = p. 
Покажем, что GN – силовская подгруппа в G . Воспользуемся индукцией по G . Если Ф(GN) ≠ 1, 
то (G/Ф(GN))N = GN /Ф(GN). Значит, GN – силовская подгруппа в G . Поэтому мы можем считать, что 
Ф(GN) = 1. Так как GN /Ф(GN) – главный фактор и Ф(GN) = 1, то GN является минимальной нормальной 
подгруппой в G . Так как G  – ненильпотентная группа, то GN Ф(GN) и, следовательно, существует 
максимальная подгруппа M в G  такая, что G = [G
N
]M. Из того, что G/ GN M, следует, что M  нильпо-
тентна и, значит, силовская p -подгруппа 
pM  группы М нормальна в М. Значит, ( )G pM N M . Но 
( )p G pM N M  и, следовательно, ( )G pN M G . Из последнего следует, что pM  нормальна в G . Так как 
P = [G
N
]Mp, то P нормальна в G .  
Пусть М – ненормальная максимальная подгруппа в G . Тогда M  нильпотентна и имеет вид: 
M = Ф(GN)Gp', где Gp' – некоторая холловская p’-подгруппа в G . Покажем, что ( ) 1pG .  
Допустим обратное. Тогда в  имеется максимальная подгруппа 1 , такая, что T = Ф1Gp' – мак-
симальная подгруппа в М. Допустим, что T  не является строго 2-максимальной подгруппой в G . Тогда 
в G  имеется отличная от М максимальная подгруппа V  такая, что T  является собственной немакси-




 для некоторого x G . Пусть xT L M . 
Так как T  – максимальная подгруппа в М и М нильпотентна, то M T p . Кроме того, xM M . 
Значит, x xp M T M T M L L T p . Полученное противоречие показывает, что T  является 
строго 2-максимальной подгруппой в G . Тогда T  субнормальна в G . Кроме того, нильпотентность 
группы М влечет нильпотентность группы T . Значит, по лемме 2.5 ( )T F G , что влечет ( )G PT F G  и, 
следовательно, ( )G F G  – нильпотентная группа, что противоречит нашему исходному допущению о G . 
Таким образом, Ф(GN) = 1.  
Достаточность. Если G  нильпотентна, то каждая максимальная подгруппа в G  нормальна и, 
следовательно, субнормальна в G .  
Пусть теперь G  не является нильпотентной группой. Тогда [ ]G P M , где P = GN – минимальная 
нормальная подгруппа в G , и M  – максимальная подгруппа в G .  
Пусть L  – произвольная максимальная подгруппа в G . Прежде предположим, что aG L p  и 
1 P L P . Так как P L  нормальна в P  и P L  нормальна в L , то P L  нормальна в G , что про-
тиворечит минимальности P . Значит, 1P L  и L  является холловой p’-подгруппой в G . Откуда по 
лемме 2.8 вытекает, что xL M  для некоторого x G . В частности, L  – нильпотентная группа.  
Пусть теперь Е – максимальная подгруппа в L . Предположим, что Е является строго 2-максимальной 
подгруппой в G . Ввиду сопряженности подгрупп М и L , в М найдется такая максимальная подгруппа V, 
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что xE V . Предположим, что V  действует приводимо на P . Тогда P  не является минимальной нор-
мальной подгруппой в [ ]P V . А так как [ ] ([ ] )x xP V P V , то P  не является минимальной нормальной 
подгруппой в [ ] xP V . Предположим теперь, что V действует неприводимо на P . Тогда 
xV V  – нор-
мальная подгруппа в G .  
Допустим теперь, что bG L q  для некоторого простого q p . Тогда P L . Так как P = G
N
, 
то G P  – нильпотентная группа. Кроме того, L P  является максимальной подгруппой в G P  и, следова-
тельно, L P  нормальна в G P , что влечет нормальность L  в G . Теорема доказана.  
ТЕОРЕМА 3.2. Пусть G  – ненильпотентная группа. Тогда в том и только в том случае в каж-
дой максимальной цепи длины два группы G  имеется собственная субнормальная в G подгруппа, когда 
G  – группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.  
Необходимость. Предположим, что в каждой максимальной цепи длины два группы G  имеется 
собственная субнормальная в G подгруппа. Тогда по теореме 3.1 [ ]G P M , где P = GN – минимальная 
нормальная подгруппа в G , М – представитель единственного класса нильпотентных ненормальных макси-
мальных подгрупп в G , каждая максимальная подгруппа которой, кроме, может быть, одной подгруппы Т, 
действует приводимо на P  и T  нормальна в G .  
Допустим, что в G  имеется максимальная ненильпотентная подгруппа L .  
Прежде предположим, что aG L p  и 1 P L P . Так как P L  нормальна в P  и P L  
нормальна в L , то P L  нормальна в G , что противоречит минимальности P . Значит, 1P L  и 
L  является холловой p’-подгруппой в G . Откуда по лемме 2.8 вытекает, что xL M  для некоторого 
x G  и L  – нильпотентная группа.  
Допустим теперь, что bG L q . Тогда P L , G L q  и ( )L PM L P M L . Заметим, что  
( )
G P M P M M
q G L M M L
L P M L P M L M L
. 
Значит, M L  является максимальной подгруппой в М. Нильпотентность группы М влечет ниль-
потентность группы M L . Кроме того, нильпотентной является группа Р. Так как M L  – макси-
мальная подгруппа в М, то M L  нормальна в G . Значит, L  – нильпотентная нормальная подгруппа 
группы G . Полученное противоречие показывает, что G  – группа Шмидта.  
Покажем теперь, что P  является абелевой группой. По лемме 2.7 (2) G  имеет в точности два класса 
максимальных подгрупп, представителями которых являются группы 'P a  и qP a . Так как М яв-
ляется максимальной ненормальной подгруппой в G , то xM Q  для некоторого x G  и ' 1P , что 
влечет абелевость группы P .  
Достаточность. Предположим, что G  является группой Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами. Тогда по лемме 2.7 [ ]G P Q , где Q a  и G  имеет в точности два класса максимальных 
подгрупп, представителями которых являются группы qP a  и Q .  
Пусть теперь L M G  – произвольная максимальная цепь длины два группы G . Если 
qM P a , то M  нормальна в G . Пусть теперь xM Q  для некоторого x G . Тогда qa  является 
максимальной в M  и 
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Let G be a finite group. A chain 1 1 0 ,n nE E … E E G  where iE  is maximal in 1iE , 1 2 ,i … n  
is called a maximal chain of G of length n. A subgroup H of a group G is called a strictly n-maximal subgroup in 
G, if H is an n-maximal subgroup in G but is not an n-maximal subgroup in any proper subgroup of G. A chain 
1 1 0 ,n nE E … E E G  where iE  is a strictly n-maximal subgroup in G, 1 2i … n  is called a strictly 
maximal chain of G of length n. Our main results here are the following (Theorem 3.1 and Theorem 3.2): (1) 
Every strictly maximal chain of length 2 of G contains a proper subnormal in G subgroup if and only if either G 
is nilpotent or [ ] ,G P M  where P = G
N
 is a minimal normal subgroup of G and any maximal subgroup of M 
besides may by only one subgroup T acts reducible on P and T is normal in G. (2) Let G be a non-nilpotent 
group. Then every maximal chain of length 2 of G contains a proper subnormal in G subgroup if and only if G is 
a Schmidt group with abelian Sylow subgroups. 
 
